Aufnahmeprifung Mathematik
Januar 2024

Teil 2 — Dauer: 180 Minuten

Die Aufnahmepriifung Mathematik schriftlich besteht aus

zwei Teilen:
Teil 1 - 60 Minuten (Kurzaufgaben) und

Teil 2 - 180 Minuten (Textaufgaben)

mit Losungen

Zugelassene Hilfsmittel:

o Taschenrechner
(Texas Instruments TI-30 eco RS oder Casio FX-82 oder Casio FX-82 Solar II)

o Formelsammlung
(,Formeln, Tabellen, Begriffe. Mathematik - Physik - Chemie“, Orell Fussli

Verlag, deutsch oder englisch)

Wichtig:

« Dieser zweite Priifungsteil dauert 180 Minuten und umfasst 5 Aufgaben.
o Alle Antworten miissen begriindet werden, d.h. Resultate ohne ersichtlichen Losungsweg werden

nicht bewertet.
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[Total 9 Punkte]
[1 Punkt]

Der Graph der Funktion g(z) = b - e* geht durch die Punkte P = (4,6) und
Q = (5,%). Bestimmen Sie a und b.

o Bitte exakte Resultate fiir ¢ und b, keine Approximationen.

¢ Wenn Sie die Parameter a und b nicht bestimmen koénnen, rechnen Sie in den folgenden
Teilaufgaben mit g(z) = 6e* - e~ weiter.

[2 Punkte|

Der Graph von f(x) = 31/ schneidet den Graphen von g aus Teilaufgabe (a) im
Punkt P = (4,6).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bestimmen Sie den spitzen Schnittwinkel ¢ < 90° der beiden Graphen im Punkt P.

¢ Resultat bitte auf zwei Nachkommastellen runden.

[3 Punkte]
Der Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g und der z-Achse iiber dem
Intervall [0, ¢] habe den Wert d. Bestimmen Sie das rechte Intervallende ¢ in Ab-
hangigkeit von d fiir den Fall ¢ > 4. Welche Werte sind fiir den Flacheninhalt d
moglich?

o Bitte exakte Resultate angeben, keine Approximationen. Dies gilt auch fiir die néchste
Teilaufgabe (d).

[3 Punkte]

Das von den Graphen von f (im Intervall [0,4]) und von ¢ (fiir x > 4) sowie der
z-Achse begrenzte (sich ins Unendliche ausdehnende) Fléchenstiick rotiert um die
x-Achse. Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskorpers.
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2. [5 Punkte]

Finden Sie den maximalen Flichen-
inhalt eines Rechtecks, mit welchem
man ein gegebenes Rechteck mit den
Seitenldngen L und W umschreiben L
kann. W

o Hinweis: Driicken Sie den Flacheninhalt
mit Hilfe eines Winkels 8 aus.

e Vergessen Sie nicht den Nachweis, dass
es sich tatsdchlich um ein Maximum
handelt.
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Die Figur rechts zeigt einen Kor-
per mit den Ecken A, C, H, U,V
und W in einem Wiirfel der Sei-
tenldnge 1. Die Punkte A,C, H
stimmen mit Wiirfelecken tiberein,
die Punkte U, V, W liegen jeweils
auf Mittelpunkten von Wiirfelkan-

ten.

(a)

(b)

(d)

[Total 9 Punkte]

[1 Punkt]

Schneidet man das Dreieck £ BG mit dem Korper ACHUV W, so erhélt man ein
Sechseck. Zeichnen Sie dieses Sechseck in die Figur oben ein und schattieren Sie es.

[2 Punkte]
Bestimmen Sie den Schnittpunkt M der Geraden AV und E'B durch eine Rechnung.

Durch eine Symmetrieiiberlegung kann man dann die Koordinaten der Schnittpunkte
L von AU und EB und N von CV und BG erhalten. Wie lauten sie?

[2 Punkte]
Wie lang sind die Sechseckseiten M L und M N und welchen Winkel schliessen sie
ein? Was konnen Sie daraus tiber das Sechseck schliessen?

[2 Punkte]
Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Ebene, welche die Seitenfliche AC'V
enthalt.

[2 Punkte]
Berechnen Sie die Koordinaten des Lotfusspunktes Fy von H auf AC'V. Was konnen
Sie geometrisch aus der Lage von Fy iiber die Lage der Seitenflichen ACV und
ACH zueinander schliessen?



4.

ETH Aufnahmepriifung Mathematik 2024

[Total 9 Punkte]

Eine Urne enthéalt ausschliesslich rote und weisse Kugeln, welche zufallig gezogen werden.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

[1 Punkt]
Die Urne enthalte zu Beginn 20 rote und 80 weisse Kugeln. Man notiert von jeder
gezogenen Kugel die Farbe und legt sie sofort wieder zuriick. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass von 7 gezogenen Kugeln mehr als 4 weiss sind.

[2 Punkte]
Diesmal befinden sich 10 rote und 5 weisse Kugeln in der Urne und es werden
4 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
hochstens eine weisse Kugel erscheint.

[2 Punkte]
In der Urne befinden sich insgesamt 16 Kugeln. Zwei gleichzeitig gezogene Kugeln

sind mit Wahrscheinlichkeit 55% beide weiss. Wie viele weisse Kugeln sind in der
Urne?

[2 Punkt]
In der Urne sind doppelt so viele weisse wie rote Kugeln. Wie oft (mindestens)
muss eine Kugel aus der Urne gezogen werden (sie wird anschliessend jeweils wieder
zurtickgelegt), damit die Wahrscheinlichkeit, dass dabei mindestens eine rote Kugel
erscheint, grosser als 99.9% ist?

[2 Punkte]
Schliesslich befinden sich 2 rote und 3 weisse Kugeln in der Urne. Bei einem Gliicksspiel
wird so lange eine Kugel der Urne entnommen (und beiseite gelegt), bis erstmals
eine rote Kugel erscheint. Berechnen Sie die zu erwartende Anzahl Ziehungen bei
diesem Spiel.
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5.

[8 Punkte]

In der Figur nahern sich jeweils unendlich viele Kreise den Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks der Seitenlédnge 1 an. Jeder Kreis beriihrt dabei den Vorgangerkreis und zwei der
Dreiecksseiten.

(b)

(c)

[3 Punkte]
Der zentrale Kreis, dessen Mittelpunkt der Schwerpunkt des Dreiecks ist, habe
den Radius rq, die daran anschliessenden Kreise haben Radius 79,73 und so fort.
Bestimmen Sie r; und r5 und begriinden Sie dann, dass allgemein gilt

n—1
1
rnzﬁ- - far n > 1.
6 3

[2 Punkte]
Ein Kreis aus der obigen Figur mit Radius r, habe Flicheninhalt A,,. Zeigen Sie,
dass gilt
T 1

n—1
= . — U > 1.
A, 15 9) fir n>1

[3 Punkte]

Welchen Flécheninhalt hat die (blauschattierte) Menge, die sich aus allen Kreisen
zusammensetzt? Bitte geben Sie das exakte Ergebnis an.
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(b)

(c)

(d)

Teil 2

[Total 9 Punkte]

[1 Punkt|

Der Graph der Funktion g(z) = b-e* geht durch die Punkte P = (4,6) und
Q = (5,%). Bestimmen Sie a und b.

« Bitte exakte Resultate fiir @ und b, keine Approximationen.

¢« Wenn Sie die Parameter a und b nicht bestimmen koénnen, rechnen Sie in den folgenden
Teilaufgaben mit g(x) = 6e* - e~% weiter.

[2 Punkte]

Der Graph von f(z) = 3/ schneidet den Graphen von g aus Teilaufgabe (a) im
Punkt P = (4,6).

Bestimmen Sie den spitzen Schnittwinkel ¢ < 90° der beiden Graphen im Punkt P.

¢ Resultat bitte auf zwei Nachkommastellen runden.

[3 Punkte]
Der Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g und der z-Achse iiber dem
Intervall [0, ¢] habe den Wert d. Bestimmen Sie das rechte Intervallende ¢ in Ab-
hangigkeit von d fiir den Fall ¢ > 4. Welche Werte sind fiir den Flécheninhalt d
moglich?

« Bitte exakte Resultate angeben, keine Approximationen. Dies gilt auch fiir die néchste
Teilaufgabe (d).

[3 Punkte]

Das von den Graphen von f (im Intervall [0,4]) und von g (fiir x > 4) sowie der
x-Achse begrenzte (sich ins Unendliche ausdehnende) Flachenstiick rotiert um die
x-Achse. Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskorpers.
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Losung:

(a) Einsetzen der Punkte P und @ in die Funktionsgleichung ergibt

6 = be' (1)

6e™ ! = be™ (2)

Teilt man (2) durch (1), so erhélt man e~! = ¢* und damit a = —1. 0.5P
Einsetzen von a = —1 in (1) ergibt 6 = be™* und folglich b = 6e*. 0.5P

(b) Ableiten von f und g ergibt f/(z) = —6e*e™ und ¢'(z) = 52=. Mit z = 4 erhilt man
f'(4)=m; =—6und ¢'(4) =my =3 1P

Z.

3

Fiir den Schnittwinkel ¢ ergibt sich damit (siehe Formelsammlung, S. 101):

my — ms —6-3| 27 .
t = = = — = p~062.59
any ‘1+m1m2 ’1—2 14 14
1P
(c) Fiir den Flacheninhalt d tiber dem Intervall [0, ¢] mit ¢ > 4 gilt
4 c
@ = [ 3 det [ 6ot da
0 4
4 c
= 3 [31’3/21 —6 [64_3”1
0 4
= 16 —6(e*“—1)
= 22— 6et ¢
1P
Auflésen nach ¢ ergibt das rechte Intervallende in Abhédngigkeit von d:
6e' ™ = 22—d
11 d
4—c _ - 7
© T 36
4—c = In H_d
3 6
11
c = 4—-In|{— — d
3 6
1P

Welche Werte kann d annehmen? Es gilt:

lim d(c) = lim (22— 6e'~) = 22.

c— 00 c— 00
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Alternativ: Die Gleichung fiir ¢ ist erfillbar, wenn der Term im Logarithmus positiv
ist, also wenn

11 d
— = >0
3 6

d < 22

Der Flacheninhalt kann also Werte im halboffenen Intervall [16,22) annehmen. 1 P

(d) Der Rotationskérper hat das Volumen
4 oo

7T/ (3\/@2 dr + 7T/ (664_””)2 dx 1P
0 4

4 [es)
= 7r/ 92 dx + 7T/ 36e7% dx
0 4

v

274 00
=7 [%] +7 [ — 186825’3] 1P
2 0 4
= 727 — 187 lim (¢*7*") + 187
R—o0
— 907 1P
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2. [5 Punkte]

Finden Sie den maximalen Flichen-
inhalt eines Rechtecks, mit welchem
man ein gegebenes Rechteck mit den
Seitenldngen L und W umschreiben L
kann. W

o Hinweis: Driicken Sie den Flacheninhalt
mit Hilfe eines Winkels 8 aus.

e Vergessen Sie nicht den Nachweis, dass
es sich tatsdchlich um ein Maximum
handelt.

Losung:

Man wéhle § € [0, 7] wie in der Figur )
rechts.

<)

(e

Fiir den gesuchten Flacheninhalt A gilt dann:

A0) = (Wcosf+ Lsin®)(W sinf + Lcos0)
= (W?+ L*sinfcosf + WL(cos” 0 + sin” 0)

2 L2
= WL+ W; sin 260

Der Flicheninhalt wird extremal, falls A'(9) = (W? + L?)cos20 =0 = 0 = T.
Er wird tatséchlich maximal wegen A”(0) = —2(W? + L?)sin260 und A"(3) < 0.

Der maximale Flécheninhalt ist dann WL + W =1(W+ L)%
(Bem: Dieser Ausdruck entspricht 2M?, dabei ist M der Mittelwert von W und L.)

2P

1P

1P

1P
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Die Figur rechts zeigt einen Kor-
per mit den Ecken A, C, H, U,V
und W in einem Wiirfel der Sei-
tenldnge 1. Die Punkte A,C, H
stimmen mit Wiirfelecken tiberein,
die Punkte U, V, W liegen jeweils
auf Mittelpunkten von Wiirfelkan-

ten.

(a)

(b)

(d)

[Total 9 Punkte]

[1 Punkt]

Schneidet man das Dreieck £ BG mit dem Korper ACHUV W, so erhélt man ein
Sechseck. Zeichnen Sie dieses Sechseck in die Figur oben ein und schattieren Sie es.

[2 Punkte]
Bestimmen Sie den Schnittpunkt M der Geraden AV und E'B durch eine Rechnung.

Durch eine Symmetrieiiberlegung kann man dann die Koordinaten der Schnittpunkte
L von AU und EB und N von CV und BG erhalten. Wie lauten sie?

[2 Punkte]
Wie lang sind die Sechseckseiten M L und M N und welchen Winkel schliessen sie
ein? Was konnen Sie daraus tiber das Sechseck schliessen?

[2 Punkte]
Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Ebene, welche die Seitenflaiche AC'V
enthalt.

[2 Punkte]
Berechnen Sie die Koordinaten des Lotfusspunktes Fy von H auf AC'V. Was koénnen
Sie geometrisch aus der Lage von Fp iiber die Lage der Seitenflichen ACV und
ACH zueinander schliessen?
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Losung:

(a) 1P

(b) Schneiden der Geraden AV und EB fiihrt auf die Vektorgleichung
(1,0,0) +(0,1,0.5) = (1,0,1) + s(0,1, —1)

Losen des linearen Gleichungssystems ergibt 7 = s = 2 und also M = (1,2, 1). 15P
Aus Symmetriegriinden folgt L = (1, %, %) und N = (%, 1, %) 0.5 P
(¢) Beide Vektoren m = <O, —%, %) und Mﬁ = < — %, %,O> haben die Lénge ? 05P
Sie schliessen wegen cos ¢ = %{)9 = —% den Winkel ¢ = 120° ein. 1P
Aus Symmetrietiberlegungen ergibt sich daraus, dass das Sechseck regular ist. 0.5P

(d) Ein Normalenvektor der Ebene ist
AC x AV = (—1,1,0) x (0,1,0.5) = (0.5,0.5,1) || (1,1, -2) 1P

Einsetzen von A in x + y — 2z = d ergibt die Ebenengleichung = + y — 2z = 1. 1P

(e) Schneiden der Ebene aus (d) mit der Geraden (x,y, z) = (0,0,1) + ¢(1,1, —2) fithrt auf

1
tHt—21-20)=1 = t=5 = Fy=(05050)

1.5P
Der Lotfusspunkt Fj, liegt in der xy-Ebene und damit auf der Schnittgeraden AC der Seitenfliche
AHC und ACV. Diese beiden Seitenfldchen stehen also senkrecht aufeinander. 05P
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4. [Total 9 Punkte]

Eine Urne enthélt ausschliesslich rote und weisse Kugeln, welche zuféllig gezogen werden.

(a) [1 Punkt]
Die Urne enthalte zu Beginn 20 rote und 80 weisse Kugeln. Man notiert von jeder
gezogenen Kugel die Farbe und legt sie sofort wieder zuriick. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass von 7 gezogenen Kugeln mehr als 4 weiss sind.

(b) [2 Punkte]
Diesmal befinden sich 10 rote und 5 weisse Kugeln in der Urne und es werden
4 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
hochstens eine weisse Kugel erscheint.

(c) [2 Punkte|
In der Urne befinden sich insgesamt 16 Kugeln. Zwei gleichzeitig gezogene Kugeln
sind mit Wahrscheinlichkeit 55% beide weiss. Wie viele weisse Kugeln sind in der
Urne?

(d) [2 Punkt]
In der Urne sind doppelt so viele weisse wie rote Kugeln. Wie oft (mindestens)
muss eine Kugel aus der Urne gezogen werden (sie wird anschliessend jeweils wieder
zurtickgelegt), damit die Wahrscheinlichkeit, dass dabei mindestens eine rote Kugel
erscheint, grosser als 99.9% ist?

(e) [2 Punkte]
Schliesslich befinden sich 2 rote und 3 weisse Kugeln in der Urne. Bei einem Gliicksspiel
wird so lange eine Kugel der Urne entnommen (und beiseite gelegt), bis erstmals
eine rote Kugel erscheint. Berechnen Sie die zu erwartende Anzahl Ziehungen bei
diesem Spiel.

Losung:
(a) Mit der Binomialverteilung erhilt man 1P
7 7 7
p= £0.8°-02°+ ]-0.8°-02+ _]-0.8 ~852%
5 6 5
(b) Es gibt zwei Falle - drei rote und eine weisse Kugel oder vier rote Kugeln. 2P

(5)- ()
(%)

+ () (0) _ s ~ 59.34%

(145) 91

p = p(3r,1w) + p(4r) =
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(c) Ist z die Anzahl der weissen Kugeln, so ist 16 — x die Anzahl der roten Kugeln.

x 16—z
() (") r ool
=~ - 7 = (.55 d — . =0.55 1P
() 16 15
2
x(r —1)
— = 66
2
-z —132 = 0
1+2
r = 23:120der — 11
Also sind 12 Kugeln weiss. 1P

(d) Man fragt nach der nétigen Anzahl Kugeln, damit die Wahrscheinlichkeit, tiberhaupt
keine rote Kugel zu ziehen, kleiner als 0.1% ist.

p(keine rote Kugel) = (%)n < 1073 1P
n - log % < =3
> ——— x17.04
log2/3
Man bendtigt also mindestens 18 Kugeln. 1P

(e) Das folgende Diagramm gibt einen Uberblick iiber die méglichen Ziehungen.

£ L P
A A

Die Zufallsvariable X = Anzahl der Ziehungen hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung

|1 2 3 4
2 3 1 1
3 % 5 1

Die zu erwartende Anzahl der Ziehungen ist also
4
k=1

2P

10
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5.

[8 Punkte]

In der Figur nahern sich jeweils unendlich viele Kreise den Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks der Seitenlédnge 1 an. Jeder Kreis beriihrt dabei den Vorgangerkreis und zwei der
Dreiecksseiten.

(b)

[3 Punkte]
Der zentrale Kreis, dessen Mittelpunkt der Schwerpunkt des Dreiecks ist, habe
den Radius rq, die daran anschliessenden Kreise haben Radius 79,73 und so fort.
Bestimmen Sie r; und r, und begriinden Sie dann, dass allgemein gilt

n—1
1
rnzﬁ- — fir n>1.
6 3

[2 Punkte]
Ein Kreis aus der obigen Figur mit Radius 7, habe Fliacheninhalt A,,. Zeigen Sie,
dass gilt

n—1
A, =—- ) fir n> 1.

[3 Punkte]

Welchen Flécheninhalt hat die (blauschattierte) Menge, die sich aus allen Kreisen
zusammensetzt? Bitte geben Sie das exakte Ergebnis an.

11
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Losung:

(a) Man beobachtet, dass der Mittelpunkt M; des Dreiecks gleichzeitig Schwerpunkt ist.

N

Da die Hohe des glelchseltlgen Dreiecks h = 7 ist, gilt fiir r; nach dem Schwer-

punktsatz r = lh =¥ 1P
Eine zentrische Streckung S mit Streckfaktor k£ = 3 und Streckzentrum A bildet den
zentralen Kreis K auf Ky ab. Damit gilt ro = - k = % . % 1P

Iteriertes Anwenden der zentrischen Streckung S ergibt 73 = ry - k = r; - k? und
allgemein r, = r; - k"1 Das ist die zu zeigende Formel

n—1
3 1
rnzi- ) far n>1.

6 3
1P
(b) Der zentrale Kreis K hat den Fliacheninhalt A, = 77} = W(§)2 = 5. 05P
Anwenden von S vermindert den Fliacheninhalt der Kreise mit dem Faktor k% = é.
Damit gilt Ay = Ay - 5= 75 - 5 und allgemein
n—1
1
Anzi- — fur n > 1.
12 9
1.5 P

12
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(c) Essei S, die Summe der Flachen aller Kreise vom Radius maximal r,,. Dann gilt

S, = A;+3A,+3A5+---+3A,
NS ST 6 A Y EA T
12 4 9 4\9 4\9

_ f_i_f 1_|_}+ 1 2+ 1 "
6 4 9 9 9
_ _r,ym 1=-Q/9"
6 4 1-1/9
_ om0 1y
6 32 89
2P
Die Summe S aller Kreisflachen ist dann
™ 9 117
S=1lm S, =—=+-—="
00 6 32 06
1P

13





